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GEOMETRIA PLANA
Em Geometria adotaremos as seguintes nogdes como nao definidas:
a) ponto
b) reta
c) plano

Assim um pequeno circulo ou a marca bem pequena fita pelo lapis no
papel, servem de modelos para a idéia de Ponto.
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Em vista disto adotaremos o seguinte:
“Um pequeno circulo, (ndo importando quanto seja pequeno) encimado
por uma letra mailscula latina sera o nosso modelo para Ponto. ”
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Assim A e B sao dois modelos de Pontos.

O mesmo acontece com a relacdao as nocdes de reta e de plano. A idéia de
reta, pode ser representada por meio de um traco bem fino feito com a
ajuda de uma régua.

Exemplos: S ( modelo de reta )

Em vista disto adotaremos o seguinte:
“Um traco bem feito com a ajuda de uma régua, seguido de uma letra
minuscula latina, sera o nosso modelo de reta.”

Estes geométricos, tais como pontos, retas, planos, superficies, sdlidos
etc... sao elementos distintos, pertencentes a este conjunto Universo. De
uma forma geral, chamaremos de figura a qualquer subconjunto do
Espaco.

Se todos os pontos de uma figura se acharem nun mesmo plano, a
denominaremos de figura plana.

e Construcao da Geometria Plana

Para a construcao da geometria plana faremos as seguintes adogoes
e definigoes:

19) Um conjunto nao vazio a de elementos denominados pontos.

20) Uma familia de subconjuntos de a, distintos, denominados retas.
30) Se A e B sao pontos distintos, entdao existe uma punica reta r que
os contém.
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40) Se P é um ponto que pertence a uma reta r, entdo diremos que r
passa por P.

50) Por um ponto P passam infinitas retas, isto &, tantas quanto
quisermos.
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6°) Ao conjunto de retas que passam por um mesmo ponto P,
daremos o nome de:

Feixe de retas concorrentes.

70) Duas retas r e s que nao sejam concorrentes, isto &, nao
admitam um ponto em comum, serao denominadas retas paralelas.
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89) Sejam r e P, respectivamente uma reta e um ponto tal que P
nao pertence ar.

90) Numa reta r existem infinitos pontos.

10°) a recebe o nome de plano.

119) Em a existem infinitas retas.

120) Cada reta de a o divide em duas regides.

e Segmentos e raios

E interessante na Geometria o conjunto dos pontos que se situam
entre os pontos A e B.
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Por comodismo, é usual dizer- se simplesmente segmento AB

ou BA.



EXERCICIOS DE GOMETRIAL PLANA
01- Determine a area das seguintes figuras (em cm):
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e) Cada guadro equivale a 1 cm



Feixe de retas paralelas

Um feixe de retas paralelas sao um conjunto de 3 ou mais retas paralelas.
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e Transversal

Transversal é o nome dado a reta que cruza as retas paralelas.

OBS: Pode haver mais de 1 transversal.

Angulos formados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal

eTransversal Perpendicular as retas

Quando a transversal for perpendicular as duas semi-retas paralelas retas
todos os angulos serao retos (de 90°)
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e Transversal ndo-perpendicular as retas

Quando a transversal ndo for perpendicular as retas paralelas, havera
quatro angulos agudos iguais e quatro angulos obtusos iguais



eTipos de angulos
=Posicao
Colaterais: Estdo no mesmo lado da transversal e interna a transversal.

Alternos: Estao em lados diferentes da transversal e podem ser interna ou
externa.

Classificacao Geral

« Colaterais internos: Estao do mesmo lado da transversal, entre as
paralelas, a soma dos angulos é 180°

« Colaterais externos: Estao do mesmo lado da transversal, fora das
paralelas, a soma dos angulos é 180°

+ Colaterais adjacentes: Estao do mesmo lado da transversal, mas
ndo na mesma regido, apresentam o mesmo vértice, a soma dos
angulos é 180°

« Colaterais correspondentes: Estdo do mesmo lado da transversal,
mas ndo na mesma regido e nao apresentam o mesmo vértice, os
angulos sdo iguais

. Alternos internos: Estdo em lados diferentes da transversal, entre
as paralelas e ndo apresentam o mesmo vértice, os angulos sdo
iguais

« Alternos externos: Estdo em lados diferentes da transversal, fora
das paralelas e ndo apresentam o mesmo vértice, os angulos sao
iguais

+ Alternos comuns:Estao em lados e regides diferentes da transversal
e ndo apresentam o mesmo Vvértice, a soma de seus angulos é 180°

+ Alternos adjacentes: Estao em lados diferentes da transversal, mas
na mesma regido e apresentam o mesmo vértice, a soma dos
angulos é 180°

« Opostos pelo vértice: Estdao em lados e regides diferentes da
transversal e apresentam o mesmo vértice, os dngulos sdo iguais.

- Complementares:sdo aqueles que, somados, resultam 90°

. I}ngulo reto: é o angulo que medem exatamente 90°.

- Angulo central: é o angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia.



. Angulo inscrito: é o 4ngulo cujo vértice pertence a uma
circunferéncia e seus lados sdo secantes a ela.

+ Angulo Obtuso: é um angulo cuja medida esta entre 90 ° e 180 °.

« Angulo Agudo: é o angulo cuja medida é maior do que 0 e menor
que 90 graus.

+ Angulo de meia volta ou raso: é o angulo que mede exatamente
1800°.

. Angulo de uma volta: é aquele que mede 360°, ou seja, uma volta
inteira.

+ Correspondentes sao os que estao do mesmo lado.(congruentes)
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Colaterais Internos Colaterais Externos Colaterais Adjacentes Colaterais Correspondentes

5 5 5 5

Alternos Internos Alternos Externos Alternos Comuns Alternos Adjacentes
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Opostos pelo vérhce

Os exercicios de feixe de paralelas sao resolvidos com base no
TEOREMA DE TALES

O Teorema de Tales pode ser determinado pela seguinte lei de
correspondéncia:

“Feixes de retas paralelas cortadas ou intersectadas por segmentos
transversais formam segmentos de retas proporcionalmente
correspondentes”.



Para compreender melhor o teorema observe o esquema representativo a
seguir:

/

Pela proporcionalidade existente no Teorema, temos a seguinte situagao:

4B _ 4B
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EXERCICIOS
1. Considerando a figura ao lado, usando o teorema de Tales:

1.1 Determine AD, supondo que DB = 5cm, EC = 10cm e AE = 8

cm
1.2 Determine AD e DB, supondo que AB = 26 cm, AE = 8 cm e EC =

5cm

2. Considerando a figura ao lado, usando o
teorema de Tales:

2.1 Determine AB, supondo que BC = 10
cm, DE = 18 cm e EF = 20 cm



2.2 Determine AB, supondo que AC=30cm, DE=8cmeEF =7 cm
2.3 Determine AB, supondo que AC = 20 cm, DF = 30 cm e que EF é
4 cm maior que BC
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As retas AD, BE e CF sao paralelas

3.Aplicando a proporcionalidade existente no Teorema de Tales, determine
o valor dos segmentos AB e BC na ilustragao a seguir:

4.Determine o valor de x na figura a sequir:

4x+8 dx+20

C




BISSETRIZ

E possivel construir a bissetriz de um angulo usando apenas régua e
compasso. Para isso, € necessario seguir os seguintes passos:

1.

Quando se quer fazer a bissetriz em um determinado angulo O, pde-
se 0 compasso no ponto O e traga-se uma circunferéncia (de qualquer
raio), que intersecptara as semi-retas que determinam o angulo nos
pontos A e B.

POe-se entdo o compasso no ponto A e traga-se uma circunferéncia
(também de qualquer tamanho, mas se espera que ela ndo seja
pequena demais)

Repete-se o0 mesmo procedimento do A no ponto B (mas a
circunferéncia tem que ter o mesmo raio que a do ponto A).

As duas circunferéncias se interseptardo nos pontos C e C' (ou talvez
apenas em um ponto C,dependendo do tamanho das
circunferéncias).Traca-se entdao uma reta OC (ou OC').Esta reta sera a
bissetriz do angulo O.

As bissetrizes em um triangulo:

Um triangulo possui dois tipos de bissetrizes: bissetrizes internas e
bissetrizes externas.

As trés bissetrizes internas do triangulo sdo concorrentes, e o ponto
de encontro delas é o incentro, que € o centro da circunferéncia
inscrita no tridngulo, e este ponto também é equidistante de todos os
lados do triangulo.

Teorema da bissetriz interna:

B
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Neste triangulo, BD:DC = AB:AC.

O teorema da bissetriz interna diz que, dado um triangulo ABC, fazendo-se
uma bissetriz interna do angulo A que determina sobre o segmento BC um
ponto D, tem-se que os segmentos BD e CD formados por este ponto sao
diretamente proporcionais aos lados AB e AC,respectivamente.



Em outras palavras, tendo um tridngulo ABC, partindo uma bissetriz de A, e
sendo D a interseccdo entre a bissetriz e o lado BC, tem-se que:

Teorema da bissetriz externa:

Neste triangulo BH:CH=AB:AC

O teorema da bissetriz externa diz que, dado um tridngulo ABC, fazendo-se
uma bissetriz externa do angulo A que determina sobre a reta do segmento
BC um ponto H, tem-se que os segmentos BH e CH formados por este
ponto sao diretamente proporcionais aos lados AB e AC,respectivamente.

Em outras palavras, tendo um tridngulo ABC, partindo uma bissetriz externa
de A, e sendo H a intersecgao entre a bissetriz e a reta do lado BC, tem-se
que:

Exercicios:

1- Um angulo externo de um triangulo retangulo mede 1200°. Calcule a
medida do angulo formado pelas bissetrizes internas dos angulos
agudos.

2- A altura e a bissetriz interna tracadas do vértice de um triangulo
retangulo formam um angulo de 159 . Determine as medidas dos
angulos internos desse tridngulo.

3- Bissetriz de um angulo é a semi-reta que divide este angulo em dois
angulos de mesma medida. Construa um tridngulo e duas de suas



bissetrizes. A seguir, construa um circulo com centro no ponto de
encontro das duas bissetrizes e que tangencie seus lados. Movimente os
vértices do triangulo; o circulo deve permanecer tangente.

4- Sendo OC a bissetriz de AOB, calcule x:

v

5- Calcule x em cada caso, sabendo-se que OM é bissetriz do Angulo
dado.

b)

X+ 20

=4




Semelhancga de triangulos

Figuras semelhantes
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Observando as imagens, vemos que elas ndo tém o mesmo tamanho, mas

tem uma coisa em comum: a mesma forma.

Em Geometria duas figuras sdao semelhantes quando elas tém a mesma
forma com medidas correspondentes congruentes. Isto significa que elas
tém uma proporgao constante sem a deformacao da figura, que pode ser a

reducao ou a ampliagao da imagem original.
Mostraremos em particular a semelhancga dos triangulos

Para sabermos se dois triangulos sao semelhantes, temos que usar as umas

das 3 propriedades a seguir:

1° caso: Angulo - Angulo (AA) Se dois tridngulos possuem dois angulos

ordenadamente congruentes, entao eles sao semelhantes. Exemplo:

20 caso: Lado - Angulo - Lado (LAL) Se dois lados de um tridngulo sdo

proporcionais aos lados homdlogos do outro triangulo e se o dngulo entre



estes lados for congruente ao correspondente do outro triangulo, entao os

triangulos sdo semelhantes. Exemplo:

39 caso: Lado - Lado - Lado (LLL) Se dois triangulos possuem os seus

lados homdlogos proporcionais, entao eles sdao semelhantes.Exemplo:
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Enfim, para sabermos se dois triangulos sdo semelhantes, basta utilizar um
dos trés critérios de semelhanca apresentados acima, nao tendo

necessidade de verificar os 3 lados e os 3 angulos.

Exercicios:

01- Diga se os pares de tridngulos abaixo sdo ou ndo semelhantes.
a)

70° o
25° 30
B c B c




02- Na figura a seguir, temos PQ// BC. Nessas condigoes, responda:

a) Quais as medidas a, b e c indicadas?
b) Quais os tridngulos que sao semelhantes nessa figura?

03- Na figura os tridngulos OAB e OCD sdo semelhantes, @4 =32 cm

.00 = 13 e e oD = 0,6 ol

1- Calcula a razdo de semelhanga que transforma o triangulo OCD no
triangulo OAB.

2- Calcula ﬁ.

3- Sabendo que a area do triangulo OCD ¢é 0,25 cm2, determina a area do
triangulo OAB.



RESOLUCOES:
Geometria plana:
a) Retangulo amarelo: 2*3 = 6
Retédngulo verde: 2*6 = 12
Retédngulo azul: 10*3 = 30
A soma de todos eles: 6 + 12 + 30 = 48cm?
b) Area do tridngulo: (3*3)/2 = 4,5
Retangulo laranja: 4* (3+3) = 24
Retangulo rosa: 2*5 = 10

A soma de todas as figuras: 4,5 + 24 + 10 = 38,5cm?2

c) Area do trapézio: (15 + 10) * 6/2 - 25%6/2 = 150/2 = 75
Area do retdngulo: 8*2 = 16

A soma das duas figuras : 75 + 16 = 91cm?

d) (20*15)/2 = 300 / 2 = 150cm?

e) Figura azul: 4 cm

Se observarmos bem, vemos que a parte de baixo da figura roxa se encaixa na
parte branca de cima da figura. Logo, temos um retéangulo.

4x2 = 8
4+ 8=12cm?2

Feixe de paralelas:

Resolucdes:

1.1As retas DE e BC sao paralelas.Pelo teorema ds, Nale a igualdade ou seja,
Fazendo-se a multiplicacao cruzada, obtém-se quseja,
Assim, o lado AD mede 4 cm.

1.2 As retas DE e BC sao paralelas.Pelo teoremalds, Tam-



se a igualdade que neste caso corresponde AjayuMaltiplicando-se ambos os
membros por 26, resulta que Portanto, o lado ADari& cm.

Além disso, tem-se AD + DB = AB, isto é, 16 + DE6. Consequentemente, DB = 26
- 16 = 10. Entdo, o lado DB mede 10 cm neste caso.

2.1 As retas AD, BE e CF séo paralelas, e nestefeasassim: é X fazendo meios
pelos extremos = 20.X = 18.10 = 20X = 180, portacto9

F

10cm \ 20 cm
? f 18 cm

2.2As retas AD, BE e CF sao paralelas. AB =X, BB&€ X), FE=7e ED =8
mutiplicando-se ambos 0s mebros temos: 7.X = 8(B8-Rx = 240 — 8x . Portanto 15x
=240; x =16

(')

2.3As retas AD, BE e CF séo paralelas.BC(BC + 4)E€ {BBA).(30 — BC + A).
Substituindo os valores temos: 20(20+4) = (20 6 x180 = 120x ; x=4




3. Determinando o valor de x: 4. Determinando o valor de x:

g = AR Ax1 8 : . 4x 120

33' x-8  Ax

—t 4x*(4x+8) = (Ax—*(dx+20)
162 +32x =162 +80x—32x—160

6*(2x—T=5*(x+D)
12x—18=5x+10 162 162 4+32x132x—80x=-160
—16x=-160

12x—5x=10+18
x=10

K&
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BISSETRIZ

Resolucodes:

Resp: 135°



02-

60

Resp: 90°, 60°, 30°

03- Resp: Os pontos de tangéncia do circulo sdo dados pelos pés das perpendiculares aos
lados que passam pelo centro do circulo, ou seja, este ponto eqidista dos trés lados do

triangulo. A terceira bissetriz também passa por este ponto.

04-
60°
] B
X=60°
>
05-

a) 4x+5=37



4x = 37-5
4x = 32
X=8

b) 3x=x+20
2x=20
x=10

Semelhanga de triangulos

Resolugdes:

1) a) Sim é congruente e se encaixa na propriedade AA.
b) N3o pois a soma dos angulos ndo coincide em 180°.
2) a) a=60°; b=65% e c=5509.

b)APQ e ABC.

3)a) r=5,2/1,3=4.

b)O lado mede 0,6x4=2,4.

C)A area é igual a 0,25x16=4.



